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复习内容总览

本次复习覆盖的核心知识：

• 信号采集：采样定理、信号重构、混叠与抗混叠、频谱泄漏

• 模态识别：频响函数、峰值拾取法、DMD、ERA

• 卡尔曼滤波：最小二乘→ RLS→状态传递→ KF

• 模型修正：参数化建模、时域/频域修正、优化算法

学习目标

• 理解核心概念与算法的物理意义和几何直观；

• 掌握关键公式的推导思路和适用条件；

• 能在典型问题中熟练运用相应方法。
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本讲内容

信号采集与采样定理

模态识别

卡尔曼滤波

模型修正

综合习题与小结
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信号采集与采样定理



Fourier变换基本公式

连续时间 Fourier变换（CTFT）：

X(ω) =

∫ ∞

−∞
x(t) e−iωt dt, x(t) = 1

2π

∫ ∞

−∞
X(ω) eiωt dω

主要性质：

• 线性：F{ax + by} = aX(ω) + bY(ω)
• 时移：F{x(t − t0)} = e−iωt0X(ω)
• 频移：F{eiω0tx(t)} = X(ω − ω0)
• 微分：F{ẋ(t)} = iωX(ω)；F{ẍ(t)} = −ω2X(ω)
• 卷积定理：F{x ∗ y} = X(ω)Y(ω)；F{xy} = 1

2πX ∗ Y
• Parseval：

∫
|x(t)|2dt = 1

2π

∫
|X(ω)|2dω

常用变换对：δ(t) ↔ 1； 1 ↔ 2πδ(ω)； eiω0t ↔ 2πδ(ω − ω0)。
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为什么需要采样定理

振动测试中，模拟信号 x(t)通过 A/D转换变为离散信号 x[n]。核心问
题：能否由 x[n]完整重建 x(t)？

• 采样间隔 T，采样频率 fs = 1/T，角采样频率 ωs = 2π/T；
• 采样过程在时域上是 x(t)与冲激串 δT(t)相乘；
• 在频域上对应 X(ω)以 ωs为周期的周期延拓：

Xs(ω) =
1

T

∞∑
n=−∞

X(ω − nωs)

若采样频率不够高，相邻周期的频谱将发生混叠（aliasing），无法恢复
原信号。
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奈奎斯特‐香农采样定理

采样定理
对于带限信号 x(t)，频谱 X(ω) = 0, ∀|ω| > ωB，通过采样信号 x[n]重
建原信号的充分条件为：

ωs > 2ωB, 或 fs > 2fB

• ωB（fB）称为奈奎斯特频率；
• 2ωB（2fB）称为奈奎斯特速率；
• 实际工程中通常取 fs = (2.5 ∼ 4)fB以留有余量。

反例：fs = 2f时无法唯一确定振幅和相位；fs < 2f时高频与低频成分
无法区分（频率混叠）。
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时域信号重构——sinc插值

采样定理满足时，通过理想低通滤波器可重建信号：

H(ω) =

{
T, |ω| < ωs/2

0, |ω| ≥ ωs/2

其 Fourier逆变换为

h(t) = sinc(t/T) =
sin(πt/T)

πt/T

重构公式（sinc插值）：

xr(t) =
∞∑

n=−∞
x[n] sinc

(
t
T − n

)

各采样点处 sinc(t/T − n)在该点为 1，其余采样点为 0；采样点之间的

数值由插值函数加权叠加得到。
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抗混叠滤波器

实际信号往往并非带限（或含宽带噪声），需在 A/D转换前进行低通滤
波。

• 理想低通滤波器：截止频率 ωc ≤ π/T = ωs/2，物理上不可实现
（不满足因果性）；

• RC低通滤波器：截止频率 ωc = 1/(RC)，

|H(ω)| = 1√
1 + (ωRC)2

, ϕ(ω) = − arctan(ωRC)

缺点：群延迟随频率变化，造成波形畸变。

• Bessel低通滤波器：通带内群延迟近似平坦，时域波形保真度高。

截止频率定义：|H(ωc)| = 1/
√
2（即−3dB，对应功率衰减 50%）。
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频谱泄漏与加窗函数

DFT隐含假设信号在采样窗口内一个完整周期，并在时域无限重复。

• 若 f0不是 fs/N的整数倍⇒采样窗口非整周期⇒频谱泄漏：能量
从主频“泄漏”到相邻频率，主瓣变宽、出现旁瓣。

• 加窗函数：用窗函数 w[n]乘以信号以减小窗口边界的不连续性。

常见窗函数比较

窗类型 主瓣宽度 旁瓣衰减

矩形窗 最窄 最差（约−13dB）
汉宁窗（Hanning） 较宽 较好（约−32dB）
汉明窗（Hamming） 较宽 较好（约−43dB）
布莱克曼（Blackman） 最宽 最好（约−58dB）

权衡：主瓣宽度（频率分辨率）与旁瓣衰减（泄漏抑制）。
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例题 1：采样与重构

题目
某结构振动信号的有效带宽最高为 25Hz。

1. 采样频率至少为多少才能保证不发生混叠？

2. 现场环境噪声中混入 30Hz高频干扰成分。若直接采用 fs = 40Hz
采样且未加抗混叠滤波器，该干扰会被混叠到哪个频率？

3. 写出由 x[n]重建 x(t)的 sinc插值公式。

参考答案

1. fs > 2× 25 = 50Hz。
2. 折叠频率 |30− 40| = 10Hz。此例说明实际信号需先经抗混叠滤波
器滤除超过 fs/2的噪声/干扰。

3. xr(t) =
∑

n x[n] sinc(t/T − n)，T = 1/fs = 0.025 s。
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模态识别



结构动力方程与频响函数

N自由度结构动力方程：

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) = p(t)

对方程两边作 Fourier变换，得：

q(ω) =
(
−ω2M + iωC + K

)−1︸ ︷︷ ︸
H(ω)

P(ω)

频响函数H(ω) ∈ CN×N的物理意义：

• Hjk(ω)：在 k自由度施加单位简谐荷载，j自由度的稳态响应；
• 互易性：Hjk(ω) = Hkj(ω)；

• 静态极限：limω→0 H(ω) = K−1（柔度矩阵）。
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脉冲响应函数与频响函数

脉冲响应函数 h(t)：系统对单位脉冲 δ(t)的零状态响应。对任意输入
p(t)，响应为卷积：

q(t) = h(t) ∗ p(t) =
∫ ∞

−∞
h(t − τ)p(τ) dτ

h(t)与H(ω)互为 Fourier变换对

H(ω) =

∫ ∞

−∞
h(t) e−iωt dt, h(t) = 1

2π

∫ ∞

−∞
H(ω) eiωt dω

时域卷积与频域乘积对偶（卷积定理）：
q(t) = h ∗ p ⇐⇒ q(ω) = H(ω)P(ω)。这是 ERA与脉冲响应辨识的理论

基础——时域 h(t)与频域H(ω)含有等价的系统信息。
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频响函数的模态分解

当结构满足比例阻尼假设 C = a0M + a1K且振型对质量矩阵归一化时：

H(ω) =

N∑
r=1

ϕrϕ
T
r

−ω2 + i2ζrωrω + ω2
r

对于位移频响函数元素：

Hjk(ω) =

N∑
r=1

ϕjrϕkr
−ω2 + i2ζrωrω + ω2

r

加速度频响函数：Z(ω) = −ω2H(ω)。

• 高频成分被 ω2放大；

• 加速度频响函数峰值信息往往比位移更丰富。
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峰值拾取法——基本思想

适用条件：小阻尼、比例阻尼、模态分布稀疏。在固有频率 ωs附近，

单模态主导：
Hjk(ωs) ≈

ϕjsϕks
i2ζsω2

s
= − iϕjsϕks

2ζsω2
s

即频响函数矩阵的第 k列在 ω = ωs时与第 s阶振型成正比：

Hk(ωs) = − iϕks
2ζsω2

s
ϕs
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峰值拾取法——三大模态参数识别

1. 固有频率识别
检测频响函数幅频曲线 |Hkk(ω)|的局部极大值点：ωr对应于
d|Hkk(ω)|

dω = 0且二阶导数为负。

2. 振型提取
频响函数虚部之比即为振型：

ϕjr =
Im(Hjk(ωr))

Im(Hkk(ωr))

3. 阻尼比估算——半功率带宽法

|Hkk(ωa)| = |Hkk(ωb)| =
|Hkk(ωr)|√

2

ζr =
ωb − ωa
2ωr
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峰值拾取法——注意事项与局限性

• 密集模态：频率分辨率不足时无法区分相邻模态；

• 非比例阻尼：导致复模态，振型提取误差增大；

• 噪声敏感：阻尼比估计尤其不准（试验值常远大于真实值）；

• 虚假模态：通过限制阻尼比上限（如 ζ < 0.25）剔除；

• 频率分辨率∆f = 1/Tw = fs/N（二者等价，因 Tw = NT = N/fs），
由观测时间窗长度决定。

工程实践

• 优先选择加载点频响函数 Hkk(ω)，因为峰值更清晰；

• 当 Hkk(ωr) ≈ ϕ2
kr/(2iζrω

2
r )，振型分量与峰值幅值有关。

15/56



状态空间模型

将结构二阶动力方程化为一阶状态方程：

x =

(
q
q̇

)
, ẋ = Acx + Bcu, y = Ccx + Dcu

其中

Ac =

(
0 I

−M−1K −M−1C

)
, Bc =

(
0

M−1

)
连续→离散（采样周期 T）：

Ad = eAcT, Bd =

∫ T

0

eAcτBc dτ
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状态矩阵特征参数与结构模态

Ac具有 N个互为共轭的特征对，第 j阶特征值：

λc
j = −ζjωj ± iωj

√
1− ζ2j

对应离散时间系统Ad的特征值：

λd
j = eλ

c
j T

稳定性条件：

• 连续系统稳定：Re(λc
j ) < 0；

• 离散系统稳定：|λd
j | < 1（落在单位圆内）；

• 左半平面⇔单位圆内（共形映射）。

比例阻尼时，复模态 Im(v̄c
j ) = ϕj即为实模态振型。

17/56



状态矩阵特征参数与结构模态
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动态模态分解（DMD）

适用场景：系统自由振动或冲激响应，观测全部状态。将观测的状态序

列排列为两个数据矩阵：

X0 =
(

x0 x1 · · · xn−1

)
, X1 =

(
x1 x2 · · · xn

)

显然X1 = AdX0，故 DMD的核心是求解

Âd = arg min
Ad

∥X1 − AdX0∥F = X1X†
0

对 Âd作特征值分解 ÂdV̂d = V̂dΛ̂d，得：

λ̂c
j =

ln λ̂d
j

T , ω̂j = |λ̂c
j |, ζ̂j = −

Re(λ̂c
j )

ω̂j
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特征系统实现算法（ERA）

适用场景：系统受单位脉冲激励，输入输出已知。构造Hankel矩阵（基

于单位冲激响应序列 hn）：

H0 = OrCs, H1 = OrAdCs

其中Or为可观测矩阵，Cs为可控制矩阵。对H0作奇异值分解（SVD）

并截断阶数 nx：
H0 = UΣVT ≈ UnxΣnxVT

nx

得到系统矩阵的最小实现：

Âd = Σ−1/2
nx UT

nxH1VnxΣ
−1/2
nx
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模态识别方法比较

方法对照

方法 数据要求 优缺点

峰值拾取 FRF（输入 +输出） 简单直观；小阻尼/稀疏模
态/比例阻尼

DMD 状态全测、自由
振动

数据驱动；适合高维系统
降维

ERA 冲激响应（输入
+输出）

严格的最小实现；适合
MIMO系统

统一视角
都是求Ad的近似⇒特征值分解⇒模态参数：

ω̂j = |λ̂c
j |, ζ̂j = −

Re(λ̂c
j )

|λ̂c
j |
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例题 2：模态识别

题目
某单自由度系统mq̈ + cq̇ + kq = p(t)，m = 2 kg、c = 0.4N · s/m、
k = 200N/m。

1. 求结构的固有圆频率 ωn、固有频率 fn和阻尼比 ζ。

2. 若试验测得幅频曲线峰值位置 fr对应的两个半功率点为
fa = 1.55Hz、fb = 1.65Hz，求阻尼比估计值并与理论值比较。

参考答案

1. ωn =
√

k/m = 10 rad/s，fn = ωn/(2π) ≈ 1.59Hz；
ζ = c/(2

√
km) = 0.4/(2

√
400) = 0.01。

2. fr ≈ 1.60Hz，ζest = (fb − fa)/(2fr) = 0.10/3.20 ≈ 0.031；略偏大，
反映了半功率带宽法在低阻尼时易高估的特性。
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卡尔曼滤波



为什么需要卡尔曼滤波

核心思想（Kalman 1960）：融合系统动力学模型与含噪观测，给出系统
状态的最优递推估计。

• 递推：只需上一步结果与当前观测，无需存储全部历史；

• 最优：线性高斯假设下，最小均方误差（MMSE）估计；

• 提供估计的不确定性（协方差），可量化置信度。

推导路线

最小二乘→递归最小二乘（RLS）→状态传递→ KF
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最小二乘估计

线性观测系统：

y = Cdx + v, E[v] = 0, E[vvT] = σ2I

最小化残差平方和：

x̂ = arg min
x̂

∥y − Cdx̂∥22

当 Cd列满秩时：
x̂ = (CT

d Cd)
−1CT

d y = C†
dy

加权最小二乘（各观测精度不同时，权= Σ−1
v ）：

x̂ = (CT
d Σ

−1
v Cd)

−1CT
d Σ

−1
v y

噪声方差大的观测获得较小权重。
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递归最小二乘（RLS）

观测逐次到来，避免批量重算：

x̂n = x̂n−1 + Gn (yn − Cdx̂n−1)︸ ︷︷ ︸
预测残差/innovation

• 无偏性：仅需 E[vn] = 0且初值无偏即可，与增益Gn无关；
• Gn决定估计的方差。

以方差和 Jn = Tr(Σx
n)为目标，最小化得最优增益：

Gn = Σx
n−1CT

d
(
CdΣ

x
n−1CT

d +Σv
n
)−1

代入最优增益后，误差协方差递推可化简为：

Σx
n = (I − GnCd)Σ

x
n−1
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状态传递

线性时不变系统：xn = Adxn−1 + Bdun−1 + wn−1。高斯保持性：线性

变换保持高斯分布，故只需递推均值与协方差。

• 均值递推：
µx

n = Adµ
x
n−1 + Bdun−1

• 协方差递推：
Σx

n = AdΣ
x
n−1AT

d +Σw
n−1

物理意义：动力学传播原有不确定性，过程噪声持续注入新的不确定
性。
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离散卡尔曼滤波算法

系统：xn = Adxn−1 + Bdun−1 + wn−1，yn = Cdxn + vn初始化：

x̂0|0 = E[x0]，Σx
0|0 = E[(x0 − x̂0|0)(x0 − x̂0|0)

T]

预测（时间更新）

x̂n|n−1 = Adx̂n−1|n−1 + Bdun−1

Σx
n|n−1 = AdΣ

x
n−1|n−1AT

d +Σw
n−1

校正（测量更新）

Gn = Σx
n|n−1CT

d

(
CdΣ

x
n|n−1CT

d +Σv
n

)−1

x̂n|n = x̂n|n−1 + Gn(yn − Cdx̂n|n−1)

Σx
n|n = (I − GnCd)Σ

x
n|n−1
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噪声权衡——KF的工程直觉

增益形式：Gn = Σx
n|n−1CT

d (CdΣ
x
n|n−1CT

d +Σv
n)

−1。

• Σv → 0（观测准）：GnCd → I，高度信任观测；
• Σv → ∞（观测差）：Gn → 0，依赖模型预测；
• Σw增大⇒先验协方差大⇒增益大⇒更信任观测。

两种极端

• Σw ≫ Σv：响应快，跟踪好，但噪声大；

• Σw ≪ Σv：平滑，但响应滞后。

KF与 RLS的关系：Ad = I、un = 0、wn = 0时，KF退化为 RLS。
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扩展卡尔曼滤波（EKF）

非线性系统：

xn = f(xn−1, un−1) + wn−1, yn = h(xn) + vn

核心思想：在估计点附近作一阶泰勒展开（雅可比矩阵线性化）：

Fn =
∂f
∂x

∣∣∣∣
x̂n−1|n−1

, Hn =
∂h
∂x

∣∣∣∣
x̂n|n−1

套用标准 KF方程，将Ad → Fn、Cd → Hn。

局限

• 线性化误差大（强非线性系统易发散）；

• 需要解析雅可比矩阵；

• 不可微非线性（如 Bouc‐Wen）不能直接用 EKF。
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无迹卡尔曼滤波（UKF）

避免显式求雅可比矩阵，使用无迹变换（UT）逼近非线性变换后的分
布。

• 选取 2nx + 1个Sigma点 Xi及权重Wi；

• 通过非线性函数传递 Yi = f(Xi)；

• 用加权统计量重构均值与协方差。

相比 EKF的优势

• 无需解析雅可比矩阵（适合复杂或不可微系统）；

• 对均值的逼近精度达二阶（EKF仅一阶）；

• 在强非线性下精度显著优于 EKF（如 Bouc‐Wen滞回系统）。
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例题 3：卡尔曼滤波

题目
考虑标量系统 xn = xn−1 + wn−1，yn = xn + vn，σ2

w = 0.01，
σ2

v = 0.04。初值 x̂0|0 = 0，Σx
0|0 = 1。

1. 计算 Σx
1|0、G1、Σx

1|1。

2. 若 y1 = 0.5，求 x̂1|1。
3. 分析当 σ2

w增大时，G1如何变化？

参考答案

1. Σx
1|0 = 1 + 0.01 = 1.01；G1 = 1.01/(1.01 + 0.04) ≈ 0.9619；

Σx
1|1 = (1− G1)Σ

x
1|0 ≈ 0.0385。

2. x̂1|1 = 0 + 0.9619× (0.5− 0) ≈ 0.481。

3. σ2
w增大⇒ Σx

1|0增大⇒ G1增大（更信任观测）。

30/56



例题 3：卡尔曼滤波

题目
考虑标量系统 xn = xn−1 + wn−1，yn = xn + vn，σ2

w = 0.01，
σ2

v = 0.04。初值 x̂0|0 = 0，Σx
0|0 = 1。

1. 计算 Σx
1|0、G1、Σx

1|1。

2. 若 y1 = 0.5，求 x̂1|1。
3. 分析当 σ2

w增大时，G1如何变化？

参考答案

1. Σx
1|0 = 1 + 0.01 = 1.01；G1 = 1.01/(1.01 + 0.04) ≈ 0.9619；

Σx
1|1 = (1− G1)Σ

x
1|0 ≈ 0.0385。

2. x̂1|1 = 0 + 0.9619× (0.5− 0) ≈ 0.481。

3. σ2
w增大⇒ Σx

1|0增大⇒ G1增大（更信任观测）。
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模型修正



模型修正：目标与基本流程

目标：调整数值模型参数 θ，使模型预测与试验测量一致。

1. 建立初始数值模型，提取模型预测的动力特性；

2. 振动测试，识别结构的实测动力特性；

3. 定义误差函数 f(θ)，构建优化问题；
4. 迭代求解 θ⋆ = arg minθ f(θ)；
5. 验证修正后模型的预测精度。

反演问题的难点

• 病态：测量信息有限时可能多解；

• 物理合理性：需通过约束/正则化保证参数有意义；

• 灵敏度：参数对响应的影响差异大。
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参数化建模——两种方法

1. 直接参数化
以结构物理参数为待修正量：

K(θ) =

nelem∑
i=1

Ke
i (θ)

例：两层剪切框架，θ1, θ2为层间刚度：

K(θ) =

(
θ1 + θ2 −θ2
−θ2 θ2

)

优点：物理意义明确；适用：初始模型差距较大时。

2. 相对参数化

K(θ) = K0 +

nθ∑
i=1

θiKi

优点：参数为相对增量，便于设置约束；适用：初始模型接近真实结
构时（如损伤识别）。 32/56



频域修正——基于模态参数

通过试验提取 ωEXP
i 和 ϕEXP

i 。数值模型通过广义特征值问题求解：(
K(θ)− ω2

i M
)
ϕi = 0

目标函数（频率误差 +振型误差）：

min
θ

f(θ) =
nmode∑
i=1

[(
ωEXP

i − ωi(θ)

ωEXP
i

)2
+

(
1−

√
MACi√

MACi

)2]

MAC（模态保证准则）：

MACi =
|(ϕEXP

i )TϕM
i (θ)|2

(ϕEXP
i )TϕEXP

i · (ϕM
i )TϕM

i

MAC ∈ [0, 1]：1表示振型完全一致；0表示正交。
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时域修正——扩展状态空间

将结构参数 θ与系统状态联合识别，构造扩展状态向量：

z =

(
x
θ

)

动力学方程：

ż(t) =
(

Ac(θ)x + Bc(θ)u
0

)
+

(
w
wθ

)
wθ 为人工参数噪声，反映对参数变化的先验假设。

扩展系统是非线性的！
即使原系统线性，由于Ac是 θ的函数，扩展系统必须使用EKF/UKF求
解。
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人工参数噪声的设置策略

wθ 控制参数更新的灵活性，影响：

• 收敛速度：wθ 大⇒收敛快；
• 稳态精度：wθ 大⇒稳态波动大；
• 跟踪能力：wθ 大⇒跟踪时变参数更敏感。

三者存在矛盾，需根据应用场景权衡。

常用策略

• 固定值：取真值的 1%∼ 10%；

• 衰减噪声：Σθ
n = e−αnΣθ

0，结合快收敛与高精度；

• 参数差异化：高敏感度参数用小噪声，低敏感度用大噪声；

• 自适应：根据残差变化动态调整。
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参数约束处理方法

结构参数常有物理意义约束（如 θ > 0）。

1. 参数变换法

• 正值约束：θ = eη，η ∈ R，dθ/dη = eη；
• 区间约束 a < θ < b：Sigmoid变换 θ = a + (b − a)/(1 + e−η)；

• 相关约束 θ1 > θ2：差异参数化 θ2 = θ1 − eϕ。

2. 投影法
每次更新后将参数投影回可行域。简单但可能产生偏差。

3. 惩罚函数法
在目标函数中添加惩罚项 ϕ(θ)作为虚拟测量。
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优化算法——梯度下降

迭代格式：θ(n+1) = θ(n) + t(n)∆θ(n)梯度下降：搜索方向

∆θ(n) = −∇f(θ(n))回溯线搜索（Armijo准则确定步长 t(n)）：

f(θ(n) + t∆θ) ≤ f(θ(n)) + αt∇fT∆θ

• α ∈ (0.01, 0.3)：接受的下降比例；

• β ∈ (0.1, 0.8)：步长缩减因子。

特点：实现简单，但收敛慢（线性收敛）。

37/56



优化算法——牛顿法与拟牛顿法

牛顿法

θ(n+1) = θ(n) −
(
∇2f(θ(n))

)−1

∇f(θ(n))

二阶收敛（最优解附近），但需计算/存储海森矩阵。

高斯‐牛顿法
专用于最小二乘 f(θ) = 1

2∥r(θ)∥22。忽略海森的二阶项：

∇2f ≈ DrTDr

∆θ
(n)
GN = −(DrTDr)−1DrTr

LM法（列文伯格‐马夸尔特）

∆θ
(n)
LM = −(DrTDr + λ(n)I)−1DrTr

λ自适应：函数值下降⇒减小 λ (近 GN)；上升⇒增大 λ (近梯度)。
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模态匹配策略

参数 θ变化时，数值模态顺序可能改变，简单按序号匹配会出错。

基于MAC值的匹配

j⋆ = arg max
j

MAC(ϕEXP
i ,ϕM

j )

依赖振型相似性，密集模态时可能误匹配。

频率‐振型综合匹配

j⋆ = arg min
j

{
α

∣∣∣∣ωEXP
i − ωj(θ)

ωEXP
i

∣∣∣∣+ (1− α)(1− MAC)

}
通过权重 α平衡频率与振型重要性。

匹配关系 π(i)在每次参数更新后需重新评估。
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例题 4：模型修正

题目
二层剪切框架结构，质量m1 = m2 = 1 kg，初始刚度
k(0)1 = k(0)2 = 100N/m。试验得第一阶 ωEXP

1 = 5.5 rad/s，模型
ωFEM
1 = 6.18 rad/s。

1. 写出直接参数化下的刚度矩阵；

2. 频率误差表明刚度应增大还是减小？

3. 用MAC = 0.95衡量振型，频率误差权 0.5，写出目标函数。

参考答案

1. K =

(
k1 + k2 −k2
−k2 k2

)
2. ωEXP < ωFEM ⇒模型高估刚度，应减小 ki。

3. f = 0.5× (1− 5.5/6.18)2 + 0.5× ((1−
√
0.95)/

√
0.95)2 ≈

0.006 + 0.0007。
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综合习题与小结



重点知识脉络回顾

信号采集
采样定理 (fs > 2fB)→频谱周期延拓→混叠→抗混叠滤波器 (Bessel)
→重构 (sinc插值)；DFT频谱泄漏/加窗

模态识别
动力方程→ FRF→模态分解→峰值拾取 (固有频率/振型/半功率带
宽)；状态空间→ Ad特征参数→ DMD/ERA

卡尔曼滤波
LS→WLS→ RLS (无偏 +最优增益)→状态传递→ KF (预测 +校正)→
EKF/UKF

模型修正
参数化建模→目标函数 (MAC)→优化算法 (GD/N/GN/LM)→模态匹
配→ EKF/UKF时域修正
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综合复习题 1

综合题
对一个 4层剪切框架结构进行振动测试：

1. 采集器最高分析频率 25Hz，采样频率应至少多少？为何工程上常
取 fs = 100Hz？

2. 用峰值拾取法识别模态参数时，加速度频响函数与位移频响函数
相比，哪个更适合识别高阶模态？为何？

3. 用峰值拾取法识别前三阶固有频率分别为 2.1, 6.0, 9.5Hz，若实验
显示MAC1 = 0.97，模型计算第一阶 2.4Hz，模型刚度需如何调整？

4. 若结构出现时变刚度（如逐步损伤），EKF/UKF算法层面应如何处
理？
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综合复习题 1（参考答案）

1. fs > 2× 25 = 50Hz。工程取 100Hz是因为：(i)留 2倍余量以便抗
混叠滤波器设计（其过渡带较宽）；(ii)高采样率有利于时域波形保
真。

2. 加速度更适合：由 Z(ω) = −ω2H(ω)，高频成分被 ω2放大，因此
加速度 FRF在高阶模态处峰值更显著，而位移 FRF高频被 1/ω2压
制、峰值不明显。

3. ωEXP < ωFEM ⇒模型高估刚度（由 ω2 = k/m可见），应减小相关
层刚度参数。MAC1 = 0.97表明振型匹配良好，主要修正方向是频
率。

4. 人为增大参数误差协方差（即增大人工参数噪声 wθ 的方差Σwθ）。
原理：参数误差协方差Σθ 大⇒增益Gn大⇒滤波器更信任最新
观测、放弃旧的参数估计⇒跟踪能力增强。代价是稳态精度下降，
故可在检测到残差突增时动态增大噪声协方差，稳态时再恢复较
小值。
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综合复习题 2

综合题
单自由度系统mq̈ + cq̇ + kq = w(t)，m = 1 kg、k = 100N/m、
c = 0.4N · s/m。仅测加速度。

1. 写出连续状态方程 ẋ = Acx + Bcw，确定 Cc。

2. 求Ac的特征值，验证 ωn和 ζ。

3. 用 T = 0.05 s离散化，写出 KF的初始化与迭代步骤。

4. 若过程噪声 σw = 0.1、观测噪声 σv = 0.05，稳态卡尔曼增益的方
向（更信任观测/模型）？
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综合复习题 2（参考答案 1/2）

(1)取 x = (q, q̇)T。由 q̈ = −kq/m − cq̇/m + w/m：

ẋ =

(
0 1

−k/m −c/m

)
x +

(
0

1/m

)
w =

(
0 1

−100 −0.4

)
x +

(
0

1

)
w

仅测加速度 y = q̈ = −kq/m − cq̇/m + w/m，故 Cc = (−100,−0.4)。

(2)特征方程 det(Ac − λI) = λ2 + 0.4λ+ 100 = 0，判别式
0.42 − 4× 100 = −399.84 < 0，故

λc =
−0.4±

√
−399.84

2
= −0.2± 9.998 i

比较 λc = −ζωn ± iωn
√
1− ζ2：ωn

√
1− ζ2 = 9.998，ζωn = 0.2；解得

ωn = 10 rad/s，ζ = 0.02。✓

45/56



综合复习题 2（参考答案 1/2）

(1)取 x = (q, q̇)T。由 q̈ = −kq/m − cq̇/m + w/m：
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综合复习题 2（参考答案 2/2）

(3)离散化（T = 0.05 s）：Ad = eAcT，Bd =
∫ T
0

eAcτBc dτ。KF流程：

• 初始化：x̂0|0，Σx
0|0

• 预测：x̂n|n−1 = Adx̂n−1|n−1，Σx
n|n−1 = AdΣ

x
n−1|n−1AT

d +Σw

• 增益：Gn = Σx
n|n−1CT

c (CcΣ
x
n|n−1CT

c + σ2
v)

−1

• 校正：x̂n|n = x̂n|n−1 + Gn(yn − Ccx̂n|n−1)，
Σx

n|n = (I − GnCc)Σ
x
n|n−1

(4) σw/σv = 0.1/0.05 = 2。过程噪声大于观测噪声⇒先验协方差
Σx

n|n−1增长快⇒增益Gn偏大⇒更信任观测。
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综合复习题 3：信号采样与重构

综合题
某带限振动信号 x(t) = 2 cos(2π · 3t) + sin(2π · 7t)（单位：m）。

1. 求 x(t)的奈奎斯特速率，并判断 fs = 16Hz是否满足采样定理；
2. 取 fs = 16Hz、N = 64，计算频率分辨率∆f；
3. 若实测中混入 11Hz环境干扰（未加抗混叠滤波器），采样后将出
现在哪个频率？为避免应如何处理？
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综合复习题 3（参考答案）

(1)信号最高频率 fB = 7Hz，奈奎斯特速率= 2fB = 14Hz。
fs = 16 > 14，满足采样定理。✓

(2)频率分辨率
∆f = fs

N =
16

64
= 0.25Hz

（等价地，∆f = 1/Tw = 1/(N · T) = 1/(64× 1/16) = 0.25Hz）。

(3) 11Hz > fs/2 = 8Hz，发生混叠。折叠频率= |11− 16| = 5Hz（关
于 fs/2 = 8Hz对称：8− 3 = 5）。避免方法：A/D前加低通滤波器，截
止频率取 fc < 8Hz（例如 7.5Hz，留过渡带余量）。
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综合复习题 4：多自由度模态识别

综合题

考虑二自由度结构M = diag(1, 1) kg，K =

(
3 −1

−1 1

)
N/m，无阻

尼。

1. 求两阶固有圆频率 ω1, ω2；

2. 求归一化振型 ϕ1,ϕ2（按第 2自由度归一为 1）；

3. 验证振型对质量矩阵的正交性 ϕT
1 Mϕ2。
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综合复习题 4（参考答案 1/2）

(1)广义特征值问题 (K − ω2M)ϕ = 0。特征方程：

det
(
3− ω2 −1

−1 1− ω2

)
= (3− ω2)(1− ω2)− 1 = 0

展开：ω4 − 4ω2 + 3− 1 = 0 ⇒ ω4 − 4ω2 + 2 = 0。令 u = ω2，解
u2 − 4u + 2 = 0：

u =
4±

√
16− 8

2
= 2±

√
2

ω2
1 = 2−

√
2 ≈ 0.5858，ω2

2 = 2 +
√
2 ≈ 3.4142；

ω1 ≈ 0.7654 rad/s, ω2 ≈ 1.8478 rad/s

(2)由第一行 (3− ω2)ϕ1 − ϕ2 = 0，即 ϕ2 = (3− ω2)ϕ1。
归一化令 ϕ2 = 1，则 ϕ1 = 1/(3− ω2)。

• ω2
1 ≈ 0.5858：ϕ11 = 1/(3− 0.5858) = 1/2.4142 ≈ 0.4142

⇒ ϕ1 ≈ (0.4142, 1)T

• ω2
2 ≈ 3.4142：ϕ12 = 1/(3− 3.4142) = 1/(−0.4142) ≈ −2.4142

⇒ ϕ2 ≈ (−2.4142, 1)T
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展开：ω4 − 4ω2 + 3− 1 = 0 ⇒ ω4 − 4ω2 + 2 = 0。令 u = ω2，解
u2 − 4u + 2 = 0：

u =
4±

√
16− 8

2
= 2±

√
2

ω2
1 = 2−

√
2 ≈ 0.5858，ω2

2 = 2 +
√
2 ≈ 3.4142；

ω1 ≈ 0.7654 rad/s, ω2 ≈ 1.8478 rad/s

(2)由第一行 (3− ω2)ϕ1 − ϕ2 = 0，即 ϕ2 = (3− ω2)ϕ1。
归一化令 ϕ2 = 1，则 ϕ1 = 1/(3− ω2)。

• ω2
1 ≈ 0.5858：ϕ11 = 1/(3− 0.5858) = 1/2.4142 ≈ 0.4142

⇒ ϕ1 ≈ (0.4142, 1)T

• ω2
2 ≈ 3.4142：ϕ12 = 1/(3− 3.4142) = 1/(−0.4142) ≈ −2.4142

⇒ ϕ2 ≈ (−2.4142, 1)T 50/56



综合复习题 4（参考答案 2/2）

(3)验证质量正交性：

ϕT
1 Mϕ2 = (0.4142, 1)

(
1 0

0 1

)(
−2.4142

1

)
= 0.4142×(−2.4142)+1×1

= −1.0000 + 1 = 0✓

事实上由代数恒等式 (
√
2− 1)(

√
2 + 1) = 2− 1 = 1严格为零。这说明：

在比例阻尼（或无阻尼）下，模态振型对质量矩阵正交是结构动力学的
基本性质，也是模态分解能解耦多自由度系统的根本原因。
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综合复习题 5：EKF时域参数识别

综合题
某单自由度系统mq̈ + cq̇ + kq = u(t)，m = 1 kg（已知），c, k为待识
别参数。仅测加速度 yn = q̈n + vn。

1. 构造扩展状态向量 z = (q, q̇, c, k)T，写出连续时间扩展状态方程
ż = f(z, u) + w̃；

2. 写出观测方程，并求出观测函数 h(z)；
3. 求扩展状态方程的雅可比矩阵 F = ∂f/∂z；
4. 若初值 ĉ0 = 0.5, k̂0 = 50，真值 c = 0.4, k = 100，人工参数噪声

σ2
wc = σ2

wk = 10−4。定性分析：能否在 EKF中同时识别 c和 k？哪
个参数更易识别？为何？
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综合复习题 5（参考答案 1/2）

(1)令 z = (z1, z2, z3, z4)T = (q, q̇, c, k)T。由mq̈ = −cq̇ − kq + u即
q̈ = (u− z3z2− z4z1)/m，且参数视为缓变常量 ċ = k̇ = 0（加人工噪声）：

ż = f(z, u) + w̃, f(z, u) =


z2

−(z3z2 + z4z1)/m + u/m
0

0


w̃ = (0,w,wc,wk)

T，wc,wk为人工参数噪声。

(2)由系统方程，q̈ = −(cq̇ + kq)/m + u/m。代入扩展状态：

yn = q̈n + vn ⇒ h(z) = −z3z2 + z4z1
m +

u
m

观测函数对 z非线性（含 z3z2和 z4z1乘积项）。

53/56



综合复习题 5（参考答案 1/2）
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综合复习题 5（参考答案 2/2）

(3)逐项求偏导：

• ∂f1/∂z = (0, 1, 0, 0)
• ∂f2/∂z = (−z4/m,−z3/m,−z2/m,−z1/m)
• ∂f3/∂z = (0, 0, 0, 0)（ċ不依赖状态）
• ∂f4/∂z = (0, 0, 0, 0)

代入m = 1：

F =


0 1 0 0

−z4 −z3 −z2 −z1
0 0 0 0

0 0 0 0


注意第 2行第 3、4列−z2,−z1体现状态与参数的耦合，是 EKF能识别
c, k的关键。

(4)可同时识别。k比 c易识别：(i) ωn =
√

k/m对 k强敏感（一阶关系）；
(ii) c主导幅值衰减，小阻尼时观测信号衰减慢、信息少；(iii)雅可比
F2,3 = −z2 = −q̇，振动幅值越大对 c的识别能力越强，故大振幅激
励更有利于阻尼识别。 54/56



复习总结

准备要点

1. 概念清晰：采样定理、混叠、抗混叠滤波、半功率带宽、MAC、
Kalman增益等核心概念。

2. 推导熟练：FRF模态分解、卡尔曼增益最优性、参数化刚度矩阵。

3. 物理直觉：噪声权衡（观测 vs模型）、参数化方法选择、优化算法
适用范围。

4. 计算训练：单/两自由度系统的 ωn, ζ 计算、状态矩阵特征值、KF
迭代一步。

期末考试

• 概念题答到物理意义和适用条件；

• 计算题分步骤写公式、代数化简、给数值结果（带单位）；

• 涉及矩阵的题，先写出符号化表达式再代入。
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祝考试顺利！
振动测试分析
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